上 上海 科学 技术 出 版 


现代 应 用 数学 从 书 
关 性 i 


CH} BRAN GE 
x! ZR 38 E 


EARE Ee OR REDE 


内 容 提 要 


REH ASE M LB AR At E EB B9 v 
本 。 全 书 共 七 章 , 第 1 BORER, PRR ARE EA re zi; 
5 2 Xe ORT TRUHEPERIAE JC PORE PESE S951 9L c fEV 23 200 
SEPIA E: JA AY 8 BPRS SAN 7 RELL KIARN) 
CAL HCM, REENA, PRAM Green 定理 和 
ESE SENDA AE EDS BE e TS HET RC ELEC ET 
"bd RT fe Soie He e oie x tp a. e lee E FF 


E o 


SLICE IAS 

9 # B 
EEA W 性 fi 
Res CHR HRA R 
TARE RH — Oh 
= H 2 s 


» 
E W BE Se DECR H ag ik HH 
CE MN 4 —5 Be 450 号 ) 
bites TOS ole E Mer t DH 093 呈 
HRPE ER RTT DTI | exigi Eon EN 


HATRA EEG; Bl 
* 
开本 攻关 1 和 9 1/32 Cao S/a2 — 51,000 
1961 411515 15 1081 4F11H 28 1 Sea 
FD DOG 1^ 
2f 0:9 
E£s—-BER: 13119 . 428 
iE OR: (+m) 0.4050 


J 


Hy nx we BH 


这 一 套 书 是 根据 日 本 岩 波 书店 出 版 的 "现代 应 用 数学 讲座 " 熏 
RIAN, A ACMASIE ID BOM RA BRA AREAS. S 
在 把 原来 同一 题目 修成 两 由 或 兰 册 的 加 以 合 并 ， BEA 42 Bh, 不 
33 AMLE EI, BE SA IK 

SEREHS AAO AARETE A 
BB IML. ACEO PE IE Be HSER, 
幅 不 多 ,有 利于 昔 者 以 较 短 时 间 掌 握 有 关 学 科 的 主要 内 容 。 虽 然 ， 
这 套 书 的 某 些 观点 不 尽 适合 于 我 国 的 情况 ， 但 其 方法 可 供 寡 考 。 
四 此 , 翻 齐 出 版 这 一 套 书 , 对 我 国学 术 界 是 有 所 助 釜 的 。 

EPAIBI 1957 年 起 己 讲 应 形式 陆 纤 出 版 的 ,写作 时 关 
和 篇 旺 的 限制 不 可 避免 地 会 影响 原作 者 对 内 凑 的 处 理 ， 为 了 尽 可 
能 地 玻 少 这 种 影响 ,我 们 在 每 一 赂 本 中 , 特 请 记者 或 校园 者 撰写 岩 
或 后 本 ,以 介绍 有 关 学 科 的 最 近 发 展 状况 ,并 对 公 书 内 容 作 一 些 羡 
价 ,提出 一 些 看 法 , 精 合 我 国情 况 补 充 一 些 奖 料 文献 , 在 六 内 过 于 
简略 或 不 足 的 地 方 添加 了 必 蓝 的 注释 和 改正 原 书 中 存在 的 一 些 错 
强 。 和 希望 这 些 工 作 能 对 车 者 有 所 帮助 。 

RRRA G VEAB NATERS, 
ERRIREN E. 

欢迎 读者 对 本 书 提出 批评 和 意见 。 


上 上 海 科学 技术 出 版 社 


E B m 


这 本 小 册子 是 兰 波 度 用 数学 丛书 内 有 关 力 学 方面 的 七 种 著作 
mo SEALE RSE EE ER ILI ts db 
SRR, FRR ALS, eC ey BS 20 
位 日 本 工程 学 者 及 应 用 数学 者 自 1951 EUERE He 
-他们 的 研究 成果 人 经 汇集 出 版 ,是 你 “工学 基础 问题 的 几何 学 入 一 
的 研究 ”, DUS RY "CEST. 鞭 中 所 处 理 的 工学 丧 题 范 园 很 广 ， 
用 电路 网 略 . 工 学 力学 系统 (特别 是 畦 动 电机 )、 强 性 塑性 、 流 体 方 
学 以 及 其 化 方 面 的 一 些 间 题 。 其 主要 精 冲 是 以 Gabriel Kron 对 
于 坦 动 电 本 分 析 所 提出 的 思想 为 基础 ， 进 一 步 推 广 到 对 转动 访 体 
PL. 航空 机 以 及 其 他 近代 工业 机 器 的 台新。 找 出 这 些 机 器 所 港 成 
DDE t, 作出 它 的 表现 空间 , 将 状 坊 的 变化 看 作 坐 标 变换 ,机 
器 类 型 的 不 同 当 作物 束 条 件 ， 而 建立 该 空间 的 几何 学 ， 和 这 样 就 将 
机 器 分 析 变 成 了 几何 学 的 研究 。 又 将 这 种 研究 方法 应 用 测速 丢 介 
质 旋 学 的 基本 阿 题 中 ,将 完全 无 应力 状态 油 作 Lagrange kE, tE 
意 变 形状 态 看 作 Euler hki TERENI RI AARE Buler 
坐标 变换 群 下 对 于 几何 举 的 研究 。 由 于 Lagrange tk AL Rie- 
mann ZEN, Euler REE Enclid 从 于 的 ,对 于 所 有 Euler È 
坊 都 对 应 着 周一 个 Lagrange YR (EFC RAR) ,所 以 这 种 几 - 
FER Riemann 度量 次 空 间 儿 何 学 ,当然 是 一 种 Riemann 
LES., RA Euler 状 悉 是 Boclid 的 ,所 以 要 球 Riemann ph 
张 量 为 雳 ,将 这 个 条 件 用 不 局 的 灌 敌 内 出 来 就 得 到 通常 所 说 和 的 儿 
SERRE. SAAR, 在 普通 Euclid ZWA, 表面 上 不 
福 辐 的 两 组 条 件 , 实质 上 完全 是 等 同 的 。 而 且 借 此 还 可 以 直接 处 


ms IK 3 
PUES Me A ORT AAS. BARE, 这 种 几何 学 
APES AAR ERE SEE AL [n] SEI. B5 20 wr 
洒 处 理 力 党 及 工学 上 的 基本 问题 。 

AAMAS ds BAR ea, EAE E He 
的 “ 亦 形 几何 学 ”及 其 他 小 册子 之 后 的 , res Bae Ae SLA) RE 
HRA RE, RARER 几何 为 程 " 就 是 “协调 条 件 ”。 这 可 能 使 
HERES JETA Riemann 几何 学 思想 的 芒 省 引起 误解 ,所 
以 在 关 芒 本 书 时 最 好 参看 缠 基 党 出 版 的 各 种 小 册子 。 不 过 本 车 翅 
后 各 章 只 是 用 了 一 些 强 量 刀 导 ， 基 未 使 用 张 量 算法 及 Riemann 
几何 学 ， 攻 起 来 茎 不 会 感到 很 大 困难。 本 书 的 材料 主要 是 将 
R. Hill 的 “塑性 的 数学 理 葵 ”里 特别 是 数学 的 部 分 加 已 介 帮 ;对 于 
VHS Be SPI RTE: RO SC Db BEB EERE REIR GS TR 
X, WUsBRMPSwHR RNS BHR., RRR Cee he 
BAR IF. 

ABER, BI DER JR e LIS RS ete T EIE ES 
ELE , d PAL ECT a EE AA EE ARX ELE MÁS Eg Se BE T Ic SP SE 
SERI, RAS SURAT TT bu. 第 8 RE 
BEN IER HRA AE, SEA ES ERIE, AS REDEEM E 
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BB, B RR LED Be BI teeh B] R8 B SÉESAP SE. 

5 EH ESA iS REA. (BARBED), 苏联 学 
SS Pe B EP BER Sa EHE TEUER RRS , 芒 者 在 学 习 寺 
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按照 R. Hill 在 < 塑性 的 数学 理论 ? 中 指出 的 , 塑性 论 是 和 强 
性 论 对 应 的 术语 , 它 是 兆 性 变形 体 特别 是 金属 的 应 力 应 变 的 数学 
S EE. 

ERRATE 29 T AE FUPERBAE SE RA EME, Be ee E 
各 部 材料 的 尺寸 的 选取 问题 。 这 时 , FEA A e ASK A EE BE 
条 件 , 邳 未 只 要 使 各 部 材料 的 应 力 不 超 过 比例 极 眼 或 居 服 底 力 就 
ET, WA EMA Bi Ae (SAT CER 
HERRERA ARH PE , UCP RR REL A aT o 

SEF ACRE SE I , ARS dA AEE, 
By DISK 38 P3 Se BR BI | 

353845 SEC ELE T — EXE ARRAS B TELA TT 
下 号 的 , 记 以 在 第 2 Eh Ap ROSRUE RB EMA, BES 
明 它 和 第 3 章 以 后 的 逆 性 论 的 异同 点 。 第 3 章 以 后 将 以 书 末 文 献 
19] , E10), [11] 作 典 范 , 善 重 作 应 用 数学 的 处 理 。 但 由 于 篇 幅 的 
E EE B Ea Ae S AE RR OP, TB 
BRR RID HALO A. 对 这 些 方 面 有 兴趣 的 藏 考 , 可 
T1288 5 SK B BS MARL Bie TL AARC. SORIA 
EER RRM RAE. 
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erat de bt ep a ee EBERT Ex fg BS FERAE hri. FE 

PRERE, HALI aR LEB BOY lo, 断面 积 为 了 的 会- 
A RE (Ea ae R IP GOCIPPEJREIBO » Be EXER 
MR). HEME! RA, E 
TESI Ua. ERAEN oe P/A, EI g CXXOSS 
一 In 人 zi 和 时 四 ha PAG Jur, o Als G8 d 1B 
图 1.2 Fe thats X 27 Fe gg BE. 这 里 In 证 自然 
SR, AED BS dL Bae oc P/d E 
&— In {14 —13) /l c (1— 8) /lo, AFA 1.2 BI EJ 
Ait, EMA MGM, o Fle TREE 
AR. RRA GEER) BE a DA AZ a 
Kl. E oe HR MR NEDER 
(8 1.2 Bg .P 0 BEEP. TEREUIDERPI og mus 
[UH o-Es,IE —— Bib 
PRZ E IHE Young SR, 35 
sz psp in IH ER Dy m OD, 就 可 
以 知道 比 数 一 /8 是 一 个 常数 ， 
ix^ TE CH r ER, UHE Poisson 
| HE. BR ke SRF Te RT, PE 

图 1.2 pes Meath ee PRERA ASN TREE b D 2e ry e, 

O 注册 在 第 ?党 以 后 ，o BORA BOR Y dem (4.5), 
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HER BRER vs, BEED (1.2 的 了 点 ) 定义 为 : 
当 荷 载 圣 部 去 捧 后 能 使 试 伯 恢复 测 原 长 和 的 最 大 应 力 。 但 昔 作 精 
EREN, BOURSE HC ERU. 当 使 荷载 全 部 印 除 时 ;也 必然 
ETUR a eS ADs, BID. 习 异 上 往往 把 能 生 
1i 0.225. 的 永久 应 变 的 应 力 定义 为 展 服 应 力 。 车 将 荷载 恢复 到 原 
来 的 情形 时 , 赛 形 也 随 之 消失 证 司 复 原形 ,这 种 性 质 哈 作 弹 性 。 与 
BADE, ORES ABATE, ALIDSERIT dA NO 
塑性 。 
对 于 大 少数 的 金属， SPREE MUSE SEATS JOBS 
不 可 , 朗 是 在 大 多 数 的 情形 时 , o--s REA >, 这 个 现象 
Y DUE NER m 1t 
一 般 和 的 情形 下 ,为 了 使 试 件 产 生 
Wastes de Ape SEAN 7) 3E OE 
dg, IREN do/de, {HGH e AFB D 
i > SSE EDI 
° a VEHI Ne Ne hy i SE Bl 
图 1.8 理想 塑性 材料 Oth. MAAR CUE, oe d 
HERG edd, En dojde =O, iX BE Wy bh Rh Dh Pe IE AR Be BE BE 
(Bj 1.8), 
HBS 1.2, SELSOESUERHEMDEMSERGE GAARA SR 
少 , 那 末 当 治 着 图 的 SO! 使 荷载 回复 到 0 时 , 便 生 成 00' 的 永久 应 
变 。 在 此 情形 , SO' 几乎 平行 于 PO, 肖 O' HAR, HI o-s HEB 
会 于 OP", 在 这 个 范围 里 是 强 性 变形 ，P" 是 其 有 永 外 应变 OO! 的 
PURE ARE. REM P' 再 加 上 微小 塑性 感 变 ,使 成 力 核 近 . 
原来 的 S für. MARAE Y" pase eee ee Y'S', 22 88 UA 
YS 延长 来 的 。 | 
Jy Y SFR PRE MEE S UE og AXES An TF E 
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想 化 (图 1.4) ,部 使 一 和 了 一 4 
致 。 材 料 到 P 点 保持 着 线性 的 
应 力 应 变 美 又 和 弹性 , 8 P 
RAR. RS, Y', P'-—£k, B. 
SO JE O' P'Y' dn PO 2R 1T, 
S TERE SA D d RE oo 
OO' SRR tERS RARE sR 图 1. 生 Aye eed 
这 种 受 有 初 姑 应 变 的 金属 的 应 力 应 变 曲 米 O' SS’ 和 完全 不 受 初 始 
庶 变 的 金 展 的 应 力 应 变 曲线 OPS 作 比 较 , 就 可 以 活 出 它 的 届 服 应 
力 较 高 ,而 且 直 过 尼 服 应 力 后 曲 米 答 烈 李 曲 ,具有 接近 理想 塑性 材 
料 的 特征 。 

Jo ERR, 在 弹性 域 里 , 应 力 和 应 变 间 有 一 一 对 应 的 关系 , 当 
指定 应 力 时 ， 册 其 对 应 的 应 变 可 以 由 站 六 OP 唯一 地 决定 。 但 在 
塑性 域 里 却 没 有 这 样 的 对 应 关 柔 ;不 过 只 让 利用 加 载 和 和 印 载 的 迁 
PB £e, BURY OP SS" 和 烧 轴 加 的 任意 点 (o ,6) 。 在 塑性 
域 里 应 变 不 仅 取 决 于 最 称 状 态 的 应 力 , 而 且 还 有 束 于 加 载 路 线 。 
因此 ,塑性 玲 里 的 应 力 庶 变 关系 比 弹性 芥 星 的 应 力 应 变 关 有 系 要 复 
AE. | | 
Lp EENAA., FEER EA EB HE 
Ei IRAR DUE PE Bee BEP nS EL 

JM ESO IUE CARY . Sete SS 2 SED AS Ae, IEAS 
B UAT OTR WEE UT eR St] AS UBL, 4B m P 3E d BT 
限 , 种 2 aya ay AR, MGE BIE, HIA 
参阅 管 未 网 文献 [1 至 [8] 及 它们 里 边 所 引用 的 文献 。 
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. dE 2x] AR ee Ae as Ty, Ue, Üg, oY xi. ta, Un Jr te B E fay Ij 
BKH i, is, da, rd ERI DELE 3E Po PIREN B RETS fg 
E To, WRA 


o. 
Tua wt ter PA M -I- mad. = 23 UF, (2 . 1) 


E Z.lI ak Tr 


(RH 2.1) 。 信 后 将 人 xy wa ts) UREA ER, BUR Po 
BJ— AEN, iX» A ku cm EN LG XE (ay +a, wa 十 ds， 
Satie) 上 的 后 Wo MERA Pots 用 公式 
J dro Are -> 8, das dar (2.9) | 
SCR. 这 里 öy 是 Kronecker 9. E i=j Bf, dy= 1; tg if, 
64 =0, 07 
在 变形 后 点 Po BAAP, PSM Ms 


rT, Tys Eats (2.3) 


$2 wearer ERRARE 5 


HI PoQe TESEJZ Ji B ECHE PQ 变 为 
de = dr dt A gu dadas, (2.4) 

REXER _ 
m= 如 -如 ea 

Bir Rae e, 可 定义 如下: 

anG e e)no — ce 

或 者 用 gy K 35 OSM 
eng — = (guy 00) = Ete (2.7) 


Her Po 点 的 变 位 (或 位 移 ) 各 最 是 06 (1, va, oa ,其 分 量 为 (a， 
ty » Us), RE 


"43 
T= 2 Qu, (2.8) 


TE ey 可 用 变 位 分 量 表 示 为 


1 / eu v Os OM, 
Tu 77 9? PIS ORE T $5 An pà OU, Qm, )-^. 


ERSE, 对 于 变 位 的 天 小 还 未 加 .上 任何 有 限制。 但 在 微小 变 
EHRE, TERSHED, 所 以 在 爸 式 (2.9) 里 仅 取 变 
bt — OA TPS ESTA. WELKE Ak Hi ey Ci S 23 
sr 上 时, BË 


Í Oty FE o u 
e= (Ge +i j= sa (@,7=1,2,38). (2.10) 


FEMA FE hr e , 3 THA v, Ya 2 RE 91, £as Sa, Au, 0, w FR 
TE Uy, ‘tes 5 Ms 5 用 Pas Eys Gry Y ys? rt T. Yay FEF fits 82523, E334 2 £23, 
2 £91, 2 £19; JP RII 


(2.9) 
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B en Ot a om 99 _ Bw 
mU UA M AV. | i “A. 
^. Ó 2 a Á e a.m 
w ov wW n 
Te oy Up! Tee ae? Yet Ay By 


AB ait HH pz zie B3 JL nj x Ez 是 变形 前 第 行 于 # Re 
线索 在 变形 后 的 相对 变形 ，sy 及 s, 的 意义 也 是 这 样 的 。 yw BIE 
变形 前 平行 于 y WARY BRS ABET: z A -h REE B Ee f 
(直角 ) dX RE, AEE, Yas yu, 的 意义 也 
ASH. | 

£5, By, 75, Vey EE BR (2.11) JH A Ee, v, o Ba SREY 
. psia: WEMA HLDR, ME RGR Ce, byes Yey 时 ， 
try De We (2.11) 由 音 值 速 逢 的 woy we 导 册 这 要 条 件 , 时 作协 调 
条 件 。 ZREN ERDHE, 可 以 将 徽 小 变 位 理论 的 协 钢 条 件 写 咸 


dn FBR: 
RE, U, U, 
U. R U J=0, (2.125€ 
U, U, R 
这 里 有 
Qa. Cs, Oh 
= Z —¥ — ve 
He 0y^ 23 eyaz’ | 
me. Pu. Phy, 
H,— on" + ĝa ae 80m! 
H OBy , QE, Oey 


e -£ 4 OP Yey ) — He, (2 f 13) 


ET By Bz’ 


2 aa aay oz 
E 7 " "ea ara), sy 


v2 by ae — Oy & Bz 0m" 


di 2 4 OY vs Oy OV ay a? O Ea 
Us 2 aa t cay ea )- ‘Oe by * J 


各 (3.D0E EUN Hu—Ey—48.—U,.mU,Y-U.-0, 
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$3 ANITRA 了 


lij EP it ES poo DE v — 1 HORROR. 

PPPOE SURE DL IGCEEARURR REUS AR REN ARR 
各 个 小 碎片 以 任意 上 应变 ta 54,…， Yos 车 名 碎片 的 应 下 不 适合 条 
fk (2.12) Ik DICKE E TER BEBE tee fi otn He BA 2E 98 br 
Jis. 在 一 般 的 情形 下 , RTA Sk REER R 
HE, rA JE TRE EA PE(2.12) RTO, 

在 有 限 变 位 理 座 里 ， MERE eus APUG (2.0) OP BE 
TE. TRE PGE, JE gy Sy-+2e, BERS Riemann iisiige 
E Hgn-0 BARKAT REPS < 几何 学 > $46; 山本 著 «MRE 
Dr ERES), 


$3 应 力 与 平衡 方程 


BATE bt TT | 
S,—00n8t, Atn = const (3.1) 
Bre EE aN EEE RTk EM., 在 变形 后 
的 六 面体 上 作用 的 力 , SSS PD EB oR a ED E FH eg 


Fd zi (nd da Mix, 


x = xii od 30%, 
+o (ridus dai) das 
dz; Q 
R, | dx, 1 
kN P P dx dads 
5 Tl ` 
- 
D derd ry 
X | 
i —z;dxj,dz, -F dtd re +(e dander aidan 
(SEE ADD 变形 局 ) 
FAas.2 i — 3 


© (2.11) 和 (2.12) ERE, 分 后 就 将 (9.110) SHER SPEI 
等 价 蚌 由 Riemann JURA. SERA, — EKE 


8 mi 2st OPE Hi ee GE 

AA, RRA BA Ee Be R A Br RB GE 77 o 
HESIEN h de, 和 das BHEINIS JE E, BIB ER AAA 
videa das, TREAT ELISA 77 


— Ta lglg, Titr tra z (T3 da, da) da,, 


—tide dm, vadosdwt Bo- (Tadrade) dps, P (8.2) 
— Ta dry da, Ts dirs des + -Ê (Ts ders dus) das, 
着 再 把 Ty FEMA | 
cmn, Se (G1, 2, 8), (8.8) 


BRE IER day, das, des Brei ag fs b STEEL E, WE IE 
EAH Pde, da, do,, MITES PROPS EELE MAD A 77 38 089 
平衡 方程 为 


$ (OT, med +P=-0, 1 (3.4) 


Tr 77 Tye, 


! HIE 


h dj 
dy. ednas, 


(XB GER) 


818.2 dp TS 
Y TEM] rw HERH, EHE 9.2 那样 的 微小 下 面体 的 下 
d. PIETERS Te a TTR OS, 实 形 后 在 这 


58. mJ pog | A 
4 $0 LBA USE Fad, WBA RRs 
ri( 5) diodes +s (3a, cary + Ta (5 do, da= as, (3.5) 


在 图 3.2 AA ER es, Pe 的 局 部 得 角 坐标 第 Way Yas Nas + EH- 
hy, pE TE EB LS SCAR 1 


dary das = 2 sus ~d3, dm, dz, 2 Lia gx, 


- ` (3.6) 
dade, —2 21 qx. 
OX 
pa (8.5) E (8.6) £33] 
E? A es, Ah Ev; AP F, (3.7) 


UBER He BRE Mi ya. ya) HL Ta UA vu; RBH Se Fe sy, Bl 
(3.7) uf 


xu a =, | (3.8) 
于 是 按照 定义 ,有 
| <a: Of or | 
Te A Tu X. (3.9). 
将 (3.8) 和 {8.9) 归 并 起 来 , 便 得 到 变换 律 
d S eu 
ejg— A, Ty An. A (8.10) 


和 这 里 的 tw 呀 作 人 的 应 万 , EEA ops S Bul, "ERR ALPE SE f 
(3.10), | 

在 直角 坐标 的 微小 变 位 理论 里 ,发 变 位 是 徽 沾 的 ,工作 如 下 的 
还 但 | 


ST €. OU, Yg . Oa g Olga 
ov, . (1+ LE OT, 53 CT, ib, 


10 ) 3B ache Gp Bb ia PE 2 
ELE ty TRA 


Fy 二 一 Tl 十 Tata 十 Tyta 3 Ta == Tyli 十 gta 下 Touts 9 | E - ij 
7 r * i ^. Li m 


3r P-—X4141-Y134- Zi 
时 (图 3.8) ; RI EETA LIIS Se 


OT. | 00, Tis. 
a ay ie 479 (8.19) 


OTs p Tn M Z =O, 
ou. Get E 


Tyg Vau, Ti Tory Tey = Tyee 

全 后 为 了 简单 起 见 , 将 用 
AU O11, Caas Oss; C235 Can 
O12 RAF Fay Uy. Oss Tyrs Tisy 
Tey? FA Xa, Xa, Xa PORE X, 
Y, Z., XS, (8.12) zB ATT 
形状 : 


Gu, 4 T X =Ù, 
Typ OF (3.15) 
HLI hv A B (@, j=l, 2, 3}, 


这 里 oy BAR ow MES; Bg, AAR Bs RAE 
PR 138 3 作 总 和 。 例 各 

045,577 00,11 05,9 baa, 
(3.125 JE UH LPARAM AES , EAR 1 HI A A IE 
抬 疝 题解 开交 ,这 便 是 甫 未 定 冰 题 产 生 的 原因 。 为 了 使 峭 题 育 解 ， 
就 必须 导 大 应 力 应 变 关 系 。 0 | 


[4 MORESO LH 


$4 应 方 应 变 关 系 


用 强 狂 论处 理 物 体内 部 应 方 儿 处 部 在 必 服 应 力 太 于 交情 形 
时 , 便 把 应 力 应 变 关系 假定 为 前 面 所 说 的 zy 和 eu 于 的 关系 ,例如 
命 为 | | 
fa CU, Taa, ti €i; E22, e) =O (gel, 2, +, 6). (4.1) 
TPRURR ECR vy 解 开 时 ,因为 3 是 微小 的 ,所 以 在 作 Taylor 展 
Fray E13 — EAA, 3o np ELEHEU] 

Cmn ^7 Cmmi Tif $07 (4, 2) 
形状 的 解 。 这 里 C, 是 强 性 常数 ,经 .为 是 作 一 般 Hooke $8, 3£ 
iE Po dr LA PE RU Clans HB PLURES BY A Ao 

FER AE MIR Pelr ES. fort Eb SER ea co PRP EA Sa 007 将 
Ty SRY Ou, °° TEES IRL CRY PUR Ar Pea 7j he 
ERR: 
Ess= Tar (Ty +e), er, GY y= Tuus tt (4.3) 
KEDER, RIDE | 
T= 2 | so is (6-8, +8) |. " 
Tm GY ges ny (4.4) 
这 里 W=2A+7,)G, ig Ek Young a. r he Poisson JE, G -È 
M PEERS. (4.9) A.A LS 


ac DE. oy St C ; (4.3) 
Oj = er 2Gel;. (4.4) 
] --2» 
xx Hi 
o— 1 (o, ho, d 80, e—3. (s, 48,4 £,). (4.5) 


ci Ae su Fe OER idi Ende EE. 而 O4 AEN un EG ge xk gu 


12 55 23* PE gà E S 


Kronecker 38-5, BJ 
| B, l, 23 2 93j 
0, Spay, 
这 时 有 
Qi7—JG5—90g, Sy = Ey — Ps, (4.6) 
AL gi d 


G1740,—9, ** 4 0337 Try; tt 
6137785, —8, wr" ES yy UC 
ETAF RARA RERE: 
oy 011-053 1-055 =O, 


81, — 851 + £93 -I-853;7 0, 
$0 aR dt 


EU EGET S 分 成 两 部 分 ,一 部 分 是 由 外 力 确 定 边 界 条 件 的 
MBA Si 另 一 部 分 是 由 变 位 确定 边界 条 伴 的 部 分 Ss, HA S= 
1 十 Ss。 琶 呈 于 的 外 力 在 变形 前 对 于 每 个 单位 面积 是 五 ,Sa 上 
BREM REE Ty. ARSE EI (8.7) Bea FIR le: 


Oy, p 
AE Sy Ek re eh, 
4E Se k | ror, 


这 里 y RII SEDE S ERAT 38 27 hi ECTS AER o 
AEE Fy es B As SEP HE, für Vs BTA I8] Ge 2E ae: i, Th, "n, 


(5.1) 


En 


Cy, Yn om, OY: 
Qv, =, ösa 55 "Ug. 


Ar F=F i, +H Vds 2- J As, HAE S, be Hy foals iy Bhs fi, ts, 
is 75 MBAR R Gu, v, w, WS.1) 2% 


i 
了 
n 


$6 dp he Ee AT EORR 13 
ESL 上 FesG.- Tey m btm Hg, | ~ 

| mere Fe (5.2) 

fat, rm tn Ea, 

ES E =u, V=0, W=, (5.8) 

BPR L, m, n EEE mi, na, ns; 将 万 Fy, FB Fa, Ba, Bs 将 
H, D, 90 TERN 04, Us, Us BA (0.2) RO DAHA 

ES 上 Fi=an=-F, G=, 2,3), (Bb. 29) 

在 Ss 上 Jw (4-1, 2,8), (5.8!) 


86 微小 变 位 强 性 论 所 处 理 的 问题 


+ Bic] Er SESS Fr eh Be Ay pr Ri np SSE A 
FEAR AM A eS Si: 上 的 外 为 为 FG -—1, 2, 
3) , AERA RRR Ss ESSE w($-1,2, 3) ,而 且 对 于 每 个 
单位 体积 都 有 一 个 体力 五 :6 一 二 2, 8) 作用 时 , 周 在 物体 办 部 将 
5[ 起 怎样 的 应 力 oy BER 加? 
要 解决 这 一 问题 ,必须 应 用 和 如 下 儿 个 故 程 。 


平衡 方程 : Cyg T X=; (6.13 
By ATER gy 一 TL eO, + 2G'ei,, (6,9) 
u , 
或 - Bi = LX gà; 十 ScD (0.2 
3 。 lf dy Qu; . 
Bav: d -5l T ): (6.8) 
边界 条 件 : 在 Si 上 cun, 4) 


在 Sa 上 w= (.4-1,2,8), 6.5) 
所 有 满足 这 些 条 件 人 至 部 的 量 , 就 是 我 们 所 求 的 解 , 呈 作 正 确 解 。 解 
Jj 8 (6.1) B(6.5) FJ ER CURE Je ILA, 例如 , HAED E 
(6.3 K (6.1) , (6.4), (6.5) FREF u B5 1r S IE ACA RR 


ig ae EE he e 


TRUR AI BEA. PAREN, TOS 
Bike BIR. 

PP Ao} e EHE a TARU EREA BRO 6 n 
有 梁 用 变 分 法 的 方法 。 这 种 方法 特别 在 强 性 问题 的 近似 解法 里 有 着 
重要 的 刻 用 。 以 下 将 略 述 微小 变 位 弹性 渝 里 的 两 个 变 分 原理 。 


$7 第 一 变 分 诛 建 
这 个 原理 又 对 作 最 小 势 第 原理 ,是 由 假 钼 变 似 原理 推导 出 素 
HSo BS SCAN DAE 2 Ep LV 25 BE Bt i A: 
A Un Egt £y 1-85) | eee 十 了 my 
— á(8,2, 3- 8,8, T Ery) ]. (7.1) 
XX 5 TE RA | 
ed = gag, FO eye Ty py Gyrn C. 2) 


ER o,, … SAI BER (6.2 4A UAE ERR. AB 
东 每 个 单位 体积 内 应 变 能 最 ,所 以 具有 各 下 性 质 : 


oA oA 
"Be. e "tta By, cM (7.8) 
REREH. CT D XR HT EIE Ar FIERO: 
Tu 
A= 99») e" -f Get; 8t; = E O 68g. (T.A) 


$8 — 264 f xg A EE An: 
"Ex UH Ae Jui LAE REO. 0) Bg RE fat XE ui. EVE 
(6.3) gh v? 导出 的 应 变 为 ei, (以 后 将 它 叶 作 比较 第 ) HOA US 


m (A* — X auf) do - |l Fats - (1.6) 
à 

@ Ejeet agar et ata-ita Ego 08 
d--4- 8 -H- oe trot yy) 


87 Sta HE 15 
了 到 极 小 值 时 , BARBIE, EV GORECBUT ROSE ZEE 
WER, Sy 表示 这 个 积分 对 表面 部 分 Si 作 的 , 4* ECT DE 
BEME ca ey s ECLA of, ef, - 后 而 得 到 的 A,” 
REA ”发 用 应 力 应 变 基 系 (6.2) 联系 着 的 两 粗 应 力 应 变 各 为 
Cu. By Ie Tiis Bir, ^tEESHE PA ewe: . 
ži i8 = 
和 用 (7. 人 得 


Diep Bt) Fy = (gry — Fs 213) 一 (c Oy) (85, — Eu) " (7.7) 


Br dr (6. 2) 


A Sth—By » 
—Int- 十 一 一 一 一 一 2) got QE (7.6) 


E 


(oo ew) (eh en = ger ot] ~04) (ot — ot) 
13 29). (o* —0)*270. (6.8) 
MURR c= oy 时 ,就 有 
E (01,81; — 71,84) a (8i — Zu) Cu. (7 . D) 


且 上 式 的 等 号 仅 当 of ou ARH 
PFE REGRESS RASTA ey, cu B u, PWE 
确 解 的 下; 写 为 Hp, 期 有 


mm) Geta don [ff uot 
- | Fut —u) dS . 
ef anni [f aco 
-Jf F (ut ~w) dS ta (7.9)] 


= -| Jl (oy; +X) (ut th) do 


16 . S59 Me 漳 性 趴 概述 


«ll (cuf — P (Qu; —u) dd +({ Tin; (ty — UAL ， 
o | [te Green yg (7.10) 
IE 3A WE iE V BATHR OG DAS ERRA, HE Sa 
上 正确 解 和 比较 解 都 有 th= tu, ty =t, AAT. 10 Ba 


”去 ; 从 而 证 明了 
HH, (7.11) 


$8 第 二 变 分 原理 


这 个 原理 又 时 作 余 能 原理 ,是 将 最 小 势 净 不 理 遂 过 Friedrichs 
px PEEL 的 s 特区 用 应 六 分 量 定 义 余 能 效 数 B 


五 (lerto, tot bly) (08, +734 53, 


T_T, OTO Tah, ` (8.1) 
ERARA , | 
B= 6,00 + e pU qe "Y zyO Yay = BOC, iS. 21 
里 将 2.5 4H (L2D PAURA AE RBS. EAP PRE: 
B 
Son tees tty See (8.3) 
G DEARER | 
DOE o^ city n O 448485, | (8.4) 
$8— 285} A BAH] EASESE iF 


OE TE ZR RE (6.1) A HH SEL A DE (6 4) BL 31 Jg 
of, CELE RAR) B. 353 a 


m -ji B*de -jl of ny ids (8.5) 
P cum 7n0n- 0127: Fo18718- Cama tO got ag + Foi a atata eTa bo gat se 
ug s-o$- Eos Fe Tia tee) 
6 mo = 7 001. 


$8 Boas CER lv 
取 极 小 值 时 ， 便 得 到 了 正确 解 。 这 里 BY RRG DEWR oo 
SRY os. NBD is BL” 
Ag ad OT.) 7.9) Xe 


1 + + / » ' ` 
> (Fuy 0589) (OU 91 8g. (8.6) 


BOLBE Ay oh, o1; 正确 解 的 应 变 应 力 及 变 信 各 为 
Pigs Oty A Us. TERS ny HH T Tlos RJB 


nt - i, -| JG oie, gevee |: (ojo) nii dS 
^H (oh ow syda — | [ojoun ids Lira. 603 
-ji M +) (ou 7 9u)ny uds 
+ | fot rutinas. [ 按 Green 定理 ] (8.7. 


因为 có Roy Bb BW ER S D $2.1), HE AM TY Oyj 
NOTE ogg-cu o0. RES, 上 有 
gin mE. cuni, 
在 S. EA uu, AS. eR Hae, A ifi Si Y 
HiH, R.S) 
1X EREHg P HQTU M, RAER BMA 1H, EIL, 的 第 一 变 
Sy Ae, SERBS 077, — O0 或 011, -- 0 也 能 求 出 正确 解 素 ; 3X 
OKA ARE EHI 
| MS GR FOR REIR ER E RRL JHA. 将 这 两 个 
原理 合并 起 来 使 用 ， We AKIRE PEHE PRESS ASE PH a. EF 
这 方面 的 RANER KARIT [3]9, 


gp 


O i A ae A A AE EHEAR MMA? 007.99 A, 


Sr PAE ie Ew 


Ba eH Eee ET RL, DAA READ, FR He HE 
FPR, TEP A FEE I AE SET HERR, AA 
ERE, 应 为 和 应 变 间 不 青 有 (4. 二 那样 的 关系 式 成 立 , WEP 
RRS RA I, ihi ELSPA RE 
KAE, ALIEN DIR 
3250 AER, ETATER ERMER, "MERI 
TREMER, AAS 3 I 6 ERO eo 
它 的 应 用 。 第 7 BEAT SE VERS Ze AE MI Pha Se 

F7 36 38b Eh a P] BAY LR T: 

“发 已 指定 在 某 一 瞬时 1 BOY Sap d EE V , anki 
内 者 所 有 点 和 的 应 力 状态 oy BERRE, 并 和 假 峙 在 瞬时 十 中 有 时 
物体 洗面 部 分 S. EMRE dF, G=1, 2, 8) , Thi ee 
部 分 S. ENSE BS du (41, 2, 8) , IRANTE ERR 
引起 怎样 的 应 力 卉 量 doy RAS RIE HE du, P 

JCRE os RL 2 vy FO SEE RUE 
的 关系 (4 ML AR ES ESE), NS a ES 
Ki s EREEREER BERD, RT ACH EE 
AB EP STR ria B 73 BET 

FER BTR Bo, RIED SG RE RENN 定 的 
Sn SE s rtc hu ze eae IE nid REED DEN. ZERIT 
Ci 是 Eon DEBS] RERUN, WIEDER eB cum, Wa, 
93,0) SUSE RE t EPR RAAB a= const, tp Hda — const 
(k=l, 2, 9) Brel ESL SS ANTE Br A EE E JH RU. 77 , EL oz 36 38 


fo i E mom H 


量 理 渝 是 具有 初始 应 力 的 物体 的 微小 变 位 还 葵 。 前 一 理 的 co 
£g, Wi ALU PE SEP hv Se ie Er x er HS BY y. GE, Gu, XXI RI, 


39 RR & fF 


Ti 2525 Ra PR PR SS IAS PE BUR KR BB 5138 RR 
WR? fe f ALR MOTO T 2L SLR RU ye CER 
1 .人 ,当然 由 于 压 医 和 前 靳 也 可 能 引 超 屈服。 其 夜 :我 侧 还 可 己 潜 
PIS FER ij AB, A EB er ne 45 RS eee ae ey RET 
ERAS FRAC E Bm ER , RB eS a eae CBD 
EMD? SEAR LEAL 17 77 KRE , BEREE I ARINE 27 
Bf EXE ae An FOROR: 

^ 了 (Ga Tys ttt. Tay) 一 5 。 (9.1) 
E e 是 将 申 体 完 侍 退火 而 回 到 应 力 为 雳 的 状态 后 ， 肯 进行 机 械 
处 理 或 热 钼 理 时 所 决定 的 套数 。(9.1) UPAR EEF, 

替 设 想 材料 是 各 向 同性 的 , 卓 . 了 可 以 写成 

FS 15 79, 7a) =e, (9.9) 

Ji. 42,3 ZWIRE oy 835 UEBER Lil ELRI ELI ZEE 7] 
Arb ct Firs Cur TEM RF | 


d= oo 
Ja — (GF toys; toy)» (9.3) 
J3=O CV rH, 


ERRE, Gn G4 RISE ER (静水 压 ) nice aS Re EA 
时 ,在 一 阶 近 似 范 图 办 ,金属 的 屈服 也 不 受 影 响 。 所 以 昔 将 此 看 作 
所 洪 处 的 材料 的 属性 时 ， 那 未 JF RRETA 0104 — dy, 
的 主 分 量 ot, Cn Gin. MA oitopnten 0, MAO.. DFR 
fs Ty =e, (9.4) 
xE 


5n BSH O1 i JE T 


Jed Cat toi eti) = Sahel 
(9.5% 


Jio. (oo 01i) = gehen, 
TUSERRPUS SAR S JL A (ALD. ERE GS. 
Ou, On RAPER Be, 8. Ao tonton BUB SR RY 
BBO es crus ig) 为 母 楼 方向 的 柱 耐 。 SR FUROR EUE 
EEIBERURIB orton tom- CPI IT) 的 交 歼 曲 厂 就 够 了 。 这 个 
i SME BEM om MERI J 上 的 正 射影 的 方向 为 


4 S97 n. FPR LE TIT 7j i oo 聘 时 ,就 得 关 演 
ÁuT: | | 


RE SES 


加 5%.1 jab thee 图 9.2 Tresea FPR RS 


ee m Fe) RRR EPP PATE: ' 
(1) Tresea BIRR (RRA UIN, AA DIE + fit Inl 
SAS eR. A, So Soy Soy HIS TPR EE 
Gy — Op, =e ER, (9.7) 
芷 此 情形 下 , AUF (9. 6) 3 GU TE Jar] BR ea TEA AE (A 9.2). 


f 


$10 MERMERE 21 
(2) Mises MRR ” 必 当 v3 法 到 某 一 个 什 时 就 引起 屈服 ， 


如 
2J2 — 0101, 01! boli -- o1 = OF", (9.8) 
M l 
(o, —20,)*3 -- (c, rD t (o,— 0,)* Hitis Hte + Ti = OF, 
| (9.8") 
这 里 天 是 对 应 于 得 ,和 的 o 的 ,万 由 应 变 路 线 所 恋 定 的 套数 。 利 用 
(9. 国 就 可 以 知道 ， 属 服 曲线 是 一 个 ony 
ll, FESP BE A2 k(9.5), 0.89. 
BRT rw ZH IE DAH 
Srit {eB rm 一 六 Bl 天 Foe E ž 
E 37 589 m 81-383] A E57] frs Re En P e 
ADA, BHO. SOA Roe, ^ ^y 
Mee DEDOS GE, AEE — 四 9 3 von Mises BUR 
Y —A/85,n & Par ih FERE hs | dit 
-Lo. ARANE OG? d. 按照 Mises 的 居 服 条 件 ， 


生前 切 多 前 名 应 力 是 箱 单 近 伸 时 的 最 大 勇 切 应 力 的 -7 A, R 


1.15545, BAM tR Treca 的 条 件 间 两 者 相等 。 
对 于 多 数 金 属 , 可 以 证 实 Mises KEE: Tresca 条 件 更 能 符合 
ENESE, tet BNIH] Tresca Atke A NSRR. 


810 WLR 


ATRE BSE Gees Mises AEV ZA BBS 3€ 
AM. RRR 上 Re Sie Ya ie 和 G1, 
2,8) RITCHEY A, BAT (738 doy 及 
DUPE dey, 3X!B dey 定义 为 | 


2: $533* XD MESA QE WA 
deg i s [a AN (10.1) 

但 du ($-1,2, S) ATER i BET G1, 2, 8) 的 物体 元 来 
的 变 拉 。 在 第 2 Re, FREIRE EDU B ee 
坐标 为 c, (FE Nae ee PRESA E. A e. REESE dn, 3X VE 
有 重担 的 必要 。 

Ee EE Ap FR dey =de taen, 将 denn Ub fe sl PE Ay 2S jA E, 
dej, Ute aR St, det Fess Brie a te e/a B5 ik Ax. IR TR 
PIMA Seed, BEEL 8 (4.30 显然 有 


det, = 177 x2. doy VE (10.2) 
i, 1l; 
3X HS do =z 00 村 一 *" (Gorg -daa +-dow) $ 


BIER de 后 adel, AS PAE A o HEJL Fe FESS IE d, HF, Ky gP 
做 的 芒 对 于 每 个 单位 体积 是 odey, Sp dW a= oyde E P E A 
REE, dW, = cyudeh 上 趾 作 对 十 每 个 单位 体积 的 塑性 功 。 塑性 
变形 在 执 力 学 的 意 尖 下 是 个 可 泛 的 入 程 ， 所 以 dy 宕 0。 若 从 物 
体 的 某 个 元 素 着 眼 ， 沿 着 就 退火 后 的 物体 直至 明 揣 t PREDI Wa 
ins BRA 
W,=| opel, 5 l l l (10.8) 
FEBRE Mises Bay REUS W, BKE, BR (0.8) gr EA 
FER: o 20 
JA. toto - BOY, + (10.4) 
ROPER A DUE ASE gg eat Mises BAERE Y RES. 
_ 811 应 力 应 变 关 系 


TEBI— "pb, ERRE Mises 屈服 条 件 和 应 变 强 化 间 相 互联 潢 


811 WARE 25 
起 来 。 落 将 同样 的 理 葵 推 广汉 一 般 必 服 条 件 @. 色 中, 划 有 A 
FU I) - F(| edet). (1.1) 


[EXE DES , P PORE T (9.4) Bay c, 

(Ri Be SS A oy Ns ERMSBASTE CLL.)0, ED E Dz 27 Kx 
TEM RR, 这 时 , SRA WU SASUKE 
ARE AEA AR) , 30 Ac EHE SE n We BI Ea, DEP HT 
ARES ER T E EEA tE 


df des dI pd (11.2) 


反之， YAU BY JP. 18 2 73 & 3910s ES HH ER P3 LAE , SACAR 
PEWBEREASURAIENE4U, KIMEI df-—0 是 和 印 载 相对 应 的 。 
使 应 力 变 化 而 应 力 点 却 仍 然 沿 着 同一 屈服 曲 厂 移动 时 ， 其 塑性 应 
变 也 不 帮 生 变化 , XM ERE, 此 时 有 Af 一 0， 在 上 亿 三 者 的 任 
何 情况 下 (af>0, df =0, df 0) , 其 弹性 应 变 增 量 都 由 (10. D 
Hike, | 

法 次 求 凶 性 应 变 坪 量 和 应 力 增 量 间 的 关 和 有。 为 了 使 塑性 应 变 
填 量 满 是 对 于 中 性 变化 为 零 的 条 件 , 先 证 | 

dab Gi df, (11.3) 
SR Je HORE h SES S9 ER PIE HS BUR E IE EE E. FR B a E 
来 ,就 得 到 条件 
| Chi ^ Glog + Glog 70, 

FUR EARLS RES, HOD pe ni aie Ray EGER HE S] Hobo Jj 
Be, TE Gu SEWER ER 


时 ， M CELI ISLE. xm g Eh x J, 
M RE GB, UTE DL RE RESET NS, di (11.9) , (1.4) M 


34 * 33€ B Tis 4 
Vs a Bhp ny URRIRA 
del n1 70.05, (11.5) 
depo (2 stp 1.6) 
这 里 =O uoi, IY 42 i 27 M RETE ME. 将 (11. t; H 
ABI (LL. 5) Hi, MH 
dely- AF P2 (adel). (11.7) 
Oc 
这 里 D" BWI Bere AS, REO. PARE PR Dou 再 作息 
和 , wee ?是 eg MRI RAE, BUE owe. — 0g, BIA T1.) 


SE " - 
2 uei, e AP own nal! go uda 
从 而 得 到 ME 
nh Fg, (11.8) 
XXE g AA HIROSE, an (11.8) pa (11.5) 3835 ^, RE 
p ag af . 
dej —— ng aL “arr dfz0. | (11.9) 


f: 9, MLEHSCHRRUMHSpURGER. (11.9) 35 — 88S LG Hr E GG 
PEE as T BRR SER, 作为 (11. 9) ap arg RU sg RORIS TE 
AKRA HE HLA BSR FERTA BI, 


819 SEELEY Prandti-Eeuss 5532 


Prandil 和 Reuss 242 Win For af 


dej deh def ! dy a Te _ yh (19.1) 
odi oa, .0, Oe, 2n. Quy | 


£12 对 于 缠 化 材料 的 Prandtl-Eenss 方程 2 


tn | 
dej, = ada, (12.2) 


这 里 à 是 一 个 数量 的 比例 常数 ， PE EE ee div, = Oho = O 14081, 
ERARA (12.2), f834 A, ololdk, BP dW,20, 所 以 
GAO, BI dA 是 正 值 数 量 。 Hoe (12.20 4 (11.9), A Le HH 


(12.2) Sete (11.9) E g=Th, Jo. lj, ne 2 证 香 求 的 ,所 及 此 时 
(11.9) sue 
dati S$- a (if), (12.3) 
zm | 
geal S (elei), d= 2 (dst deni, 19.00 
Hir (12.2) R oydet; ode’, TELDE 


fe, JY =F (|od). (12.5) 
PERH Mises WRA fo 372 h, 12.5) Rae ee 
s- F(jcas). (12.6) 
KRA (12.3) A yo aO 
odo pm l dé (qa 
dye 220, red de oO), (12.7) 


但 从 关系 式 02.6) 可 以 看 出 ， 此 时 的 5 仅 为 | de ERE, 所 以 
车 用 | 
c= H( fas) (12.8) 
代替 (12.6) 时 ， 风 有 H/o. 总括 以 上 各 点 ,得 到 总 的 应 力 应 
RRR: 


© (2.4) Bay v NHEJ- REA AR UNO SOR 9 FF 0; DISH ED RE 
MES BC ORA Uc, 


28 WI BEBE 


da; oOo 一 
， ° de,— 3. | ?. do ou 十 x 十 Beige 4 de =O, | 


| (12.9) 


des, = 二 一 T — dgày + Ly, 3 de «0, 
HARE dt GENE) TARAS EO a, 并 用 加 上 


Ra) Hae apy, BY CIA. 9) AE ux 
i—2v Sou 二 


B= ^ DC 9 G - ie | 
H 20 Oo H' 
(12.10) 
+” 1l--32r» : Fi o 
| Bt ge <Q, 


(12.9) R (12 10) WER ALAS Prandtl-Reuss HI, 
Safe we 12.9) JEDE. Hr (12.9) BUS CR DUE EJ o, 并 
EBA, Bal 


o( a5 t Jdr = oi de,,, | (12 = 1i 


因 村 糙 是 强化 的 ,所 以 五 0， 于 是 de>0 是 和 cogeg>0 相 对 应 
的 。 有 了 和 这些 准备 就 可 以 解 过 2. 号 ， 得 到 


a ar 7 
doy= 37 ded; -H 21 jn 一 za 1) "p 
8$? Naat | | 
oidey>0, | (2-12 
y . 
dag 一 -0s 4-28 d55;, odes, «0, - 


3XH de= gd i 一 4 (derr t ds t G8 33) . Bri (12 : 9) ESCHW 


HARA de, 时 ,确定 应 变 卉 量 的 关系 式 。 (12.19) JE S EL, &n E. 
JEJE Hb de, i, Heh HR XXL, 


$13 HEHHE Prandti-Reuss 方程 
3525525 HERR DELI Eee, mE se 


"bin gmk Hi Prandti-Keues FR 27 


SLIT FREFEEHESODNI HL, FER BAERE 9 EJ EREE RR 
(2.9) EWR 
Mo _ 
m o "Der EE =n, 43.2) 
这 里 dA ORE BOR, Ne BEAR 


= 99; DE H. gaudeat -0 时 ,有 


dej —: i ra do Oy; 十 + Sep. Hoi ;d^ 


34 oyu 2k" HE cru D H cio <0 Br, 
i—2v oy 
dé y= za dod +S " 


(18.2) 


XB FLL, FREER H, M (13.2) 2839 


34 050—245? ows™d) 时 ,上 
- 1-2 
a; = i 535 +28 + fF 93 

"i ayoga 2E X ory = 297 且 o464<0 时 ,有 


a t- e 
ay 二 < 一 E él tti, 


(18.8) 


MEN 18. 分 的 道 关系 可 求 得 如 下 : Je rh (13.2) 
的 第 一 式 ,在 ool 29 B. c det 0 时 ,有 


de; 一 doy Hoyah, (18. 4) 
P3195: oi; FHER, HR | 
or GOs ‘= 2h ^dÀ.. (13 . 5 


TERILI dU FEV cudey > 0 的 。 AP Ae "B 
8I C18.2) , A 


28 833€ "Tis m 
2 aj01,— 21^ A aida 0 RY 
H c^ de, 
dou D dab 1-28 [ast 一 -2 


13.6) 
当 Fy ij 2K 2 OO y= Te H. oudsg c0 Hj, 


day; = 1 -- ded; -i- 20 ds, 、 


(41L3 .2 条 1113 .6 EH PSE Ly Prandtl-Reuss FE. 
ORAS ic Sp San 82 7738 Sit RU AE TER BBE AE, 

TEATER ERE hy 7H RA DUE — HD RR, SOM Pe 

种 社 料 在 屈服 时 作 简单 拉 休 的 情形 是 容易 理解 的 。 | 


g i4 Saint Venant-Levy-Mises 方程 


Saint Venant-Levy—Mises 方程 , 是 在 前 节 导 出 鬼 各 式 里 将 
瀑 广 应 变 增 量 关 成 比 逆 性 应 变 境 县 小 得 多 而 略 去 后 得 到 的 。 岂 就 
EERE ER, 43) Hoo, Goo 的 都 样 有 的 材料 。 CREB A 
BLA yd eee, TARR EX BU" Ez EKHE, 

对 于 更 想 刚 塑性 材料 的 应 力 应 变 关系 式 、 利 用 (13.8) 可 以 立 
郎 求 出 如 下 : — 

当 gio 二 28? E o101—0 I, 5g OY; . }aa.y 

M g46;--2&* ion 一 2 A oiou-0 If, y= 0, J. 
POOLDE- sk i PE Ry JS hd, ME PI, BT ayy, 
= Po yoy 2E u^, 因而 得 uA yey 2k, Ang (14.1) Bo 
RA, Hie 


Fp. 
Qu 2 T Git, (14, 2) 


(14.7) 14.2) ML Lp t] gu PR ee ef Xt Saint Venant-Levy-Mises 
SR, 


TB ACE PEERAA ELTE 


ER 232 8 7 5 8 8 BRA OUI IS NERIS FUE IEEE 
Ac HER UBER T A SS) A ERR 


3150 8 in WB 


我 们 将 采用 在 4 B AR g= mp 
def, h- Of ay (35.1) 


OFy 
当 作 强化 材料 的 应 力 应 变 关系 式 。 式 中 心 及 了 都 是 .下 及 ,有形 的 正 
fib ee, 将 Prandtl-Reuss FERE (15.1) 式 的 特例 。 这 
ny AY LAKE (10.2) 和 (15.1) Se ease, JEJV SENE ee PR 
T: 


dey= 172" doby + T0 an e od df. (15.2) 


[x EX x mei PX 

4 fog) cH, af 0 BE, acd 

34 fia) <e gi Joy) =p B. re tr, a=0, 
EH MOHA, SE REALE RB, 其 值 随 
场所 而 变 , HEIRS, 74 P RCL. 2) MEKA, BrE aA 
SRL 0f /904, FE BA, HARE RE 


Sf as, =( +n SL. f yr 
Boa et e- T ou OU (15.5) 


由 此 确定 df >O 是 和 总 dey >O 相对 应 的 以 后 ， 资 解 (15.2) 
Ruf 


80 Bee Besa ee 


de : 
(站 u) oF 
acy res " OF 7 OF Zt. 
(15.4) 
这 里 am Pin FA: 


4 f (oj) = HA deg>0 AY, 有 o1; 


=i Flon) <0 fou) =o Ho dey <0 it, 49 a0, 


TRATES HSS 8 SFE TALULA PL 2 — FF o 
BI ITE Sep te ee JE (Io. 2) BE (15.4) PIERRA BAO Fi iets 
MICE IE | 


Re HR: (doy) =Ù; 5.5) . 
Oda , ode 
BEAR deu a (15.6) 
IRA 在 Si 上 doyny=d Fs (15.7) 
在 Sa 上 Tu 一 ce ($, j—1, 2, 8). (15.8) 
关于 此 问题 有 如 下 两 个 中 分 原理 。 


第 一 变 分 原理 “RM ELAR (10.8) 的 一 组 变 位 增 
Boy dul, pA HE (15.8) B du? FHERR By det, HS ps 


jj dade | Ja duias (15.9) 
MEU iR, EI EHA., IB dA 是 将 | 


f 2 
EC d£: ) 


—(de)?-- G dal deal, — 


E EST S y Cf ef — 
38i Oo, bo 
(15.10) 


B de BAS dei; 而 得 到 的 。 


516 AEE 81 
H THER HETS i (156.5) 及 力学 边界 条件 
(15 .'7) 889—483 pu 7729 day, Shok 8 
jl d B*d» — |aczndisas (15.11) 
RAM, BIT EMRE, st dB 是 将 | 
— S(l—2») ~ » dodo, I 5 
dB =! dot Pett Soh Gf)? (15.12) 
的 doy, BRIE daos way,” 
PAP AED EAE, PLS PY SCAR LO] 的 68 ~ 64 H 
(Ape 62~63 13), 


816 HISIA 


05.2) HR 1/8 (8 是 常数 ) H 
af 
lum Sedh (dh THRE) 


Ih , o SSA 0 Me SpA ny 2836 SR SS, Bp 
des. 1729. dody + ig ge (16.1) 


SE 
Flay) 一 0 EO) B df =0 WA a=]; 
Foy) «c3 F oy) —c H. df <0 B7 a— 0, 
AR (8. DEKRA, 首先 确定 


Of gs,,— Of 9f a 
acs; Sy pp ao; (16.2) 


AL, H. dA > O EAT 2 dey >O 的 , RE 16.1) ABD 


Sq. 
doy D — dedy +26 aon“ E) 
8S7 31-2» ut déu A- =ne , (6. 8i 


83 Bik HRs B 
这 里 
H f(x) re (ao HL des -0 Bir aii; 


4 f (oy) «c x f (ow) =e Hides NA a0, 


对 于 其 有 座 力 应 变 关系 (46. 刀 或 (16.3) AEA, ai 
AM LOH ARATE. Bei RRA 
f&fE, 6916.5), (15.6), (15.7), (15.8) 80 8 15 Ee FE, Æ 
分 原理 的 者 进取 和 和 后 完全 同样 ,只 是 在 理想 塑性 材料 的 情形 44 
AE (15.10) , mé 

| f na 

dA 5 3d-3 =. > ined (16.4) 


A —M— — — —n 


OG ng OO 5g 
EdB 2 E (15 12) 0E 


_ 30-2 dado! | 
$0 p) (dor)? EM _ (16.5) 


XCFRUS MS ak ZH Bs EB 9T de [el 6: ICA CO i 68 ~ 
6 FL (HERE 62—63 页 )。 
g17 理想 出 得 性 材料 


本 节 将 叙 这 具有 第 3 章 8:14 BrAINEIBSTV 77 E 353: GER AE RU 
塑性 材料 在 全 区 域 焉 性 状态 时 的 变 分 原理。 此 时 的 问题 乃 由 以 下 


Di be URC: 
IRR 93; 7-0; (17.15 

I 23 Bj ABIES : 7 iA (17.2) 

zaz Byg 17.2 

或 "Xs : i ( 2 ) 


EN lu]. 
MRP 8g aE Bam, D (17.8) 


{17 SRR 34 
WA etk: FES, E Fssouan v Fu (7.4) 
在 Sa 上 igo (i, jel, 2,8), (17.8) 
由 (17.2) AR EH ee dB 
8477 £11-]- Eyt 835 =O, 
WERA “MEILI LA AR CET .5) 的 一 盘 谈 位 如 
度 为 ? ui, AHHAA T.S) B 由 SEH REE BE y 65, H. 
sz TAJER AY EEE eno 0. AE 
DE Jl ETT - [| razas (17.8) 
ER 


取 极 小 第 时 ,就 得 到 了 正确 解 。 这 个 原理 时 作 Markoff 原理 。 

第 明 IEA AN Ee a EY 54 及 站, 且 将 正 
SWR Q^ ERO. iN Schwarz 不 等 式 | | 
ut e V Eyy i Ey By 


got AR: 


Si VE ey ATP 
Biti; | 
昂 一 方面 ,因为 有 


O*— B= /可 el || VE em 
> JH EN TR ) da — | | Fas [由 (17. T 
-| lot 22s - | | 1 Fat -à)d8 [E (17. 2)] 
= | [fou (85 — €,)dv-- fr (uj -- 04) dS ['. eh £470] 
2 -JJ 9 v, 4 (Ut ~~ thy) s+ | [eum a) (t; 一 区 | 
gn foin (~ ùJdS [Green 定理 ] 
=0, : 


94 Ame MEREGA 
所 以 此 有 "oo, 

de US — ARIE I Ee N, AETA: 

g|ER  XeRnuh JE APER DN DS ARL WH ot Roy, Hoi =o, 
MD, go" 一 a 一 常数 。 

REHBAR fik E, 因为 

l 0491; 0Óy, Cy ay To dy 
95,50, — 01,70, gig. 

所 以 有 (o 一 0*) ,=0 (=1, 2,38), FÆ o* —o — fri, 

车 选取 v4 Koy, 使 它们 在 ,Si bE cyn = oy 二 时 ,就 
AY ARENA S: RA oo", MARRE 5,40 的 范 种 内， 就 必 
有 5 一 wuy。 作 了 这 些 准 备 , 就 可 以 开始 叙述 第 二 变 分 原名 如 下 。 

第 二 变 分 原理 “PREPRE (t.1) MARAE 61 o] 
= 20 DA BE Ss 上 的 力学 边界 条 件 (17.4) 的 一 组 应 力 为 "2 那 未 使 


]Jeinsas. a  Q.8) 


NUR fic RADT EIR, MEAT MRSA OTE f 
Ship Ve Hol A LR BERS, St GERE 
Hill Ay WY Bh CAR," cs 

BEAR BRE SR i Zn AR Be BD E A Cys Bus 
& Hy, Al | 


f! Ti midi — | on Anas 
= J (oy — e) nis 


E (TH Gn | i (Fy — 01) nS 


[°. #651 上 qutm = Tiny] 


$17 理想 出 起 性 村 料 as 


-||| (ou — oi) Eyd [H Green EH A — c. =O] 
-|| H (oyot Joude, ——. [HB (17.25) (17.9) 


Ij cuo 25), 9. B1 Schwarz PAAA 
Tyo SN Guo VOU GH SN AR MEA, 
BEA > | 
(oy 04 )0420, (17.10) 
MARS eg-og Wh, AIDS SS Ree. SAI ERES 
可 知 ,只 要 S140, 由 Cio; PAAR G1 04, roe (LT. 9) 
X (17.10) 可 知 第 一 变 分 原理 必 友 立 。 当 51 一 0 BER AR PER 
fi, 确定 时 , 那 示 (17.8) 的 后 面 一 什 就 必须 改 为 “…… 到 最 大 答 时 就 
得 到 了 正 歼 解 或 得 到 了 和 正确 解 仅 差 一 个 各 癌 相 等 应 力 的 冰 力 系 
oe 才 可 以 。 反 一 所 出 于 材料 的 不 可 压 和 性 很 容易 理解 。 


第 5 章 PHARE 


318 平面 塑性 应 变 疝 是 的 车 本 方程 


本 章 将 处 理 理 想 刚 组 性 材料 的 平面 戌 变 间 题 。 在 平面 应 变 因 
BE, HEPER GT, y; 3 时 ， 就 可 以 使 对 性 流动 完全 发 生 在 
平行 于 oy 平面 的 平面 上 ， 而 和 c BI FRNA BMA os; 
Oy; 9n Toys “Ry DER EA 


£0, ay a 
^A 十 ay D, 


"AL 4 20; Y =O, | | IR | 
` 3 ) 
B -— m | i 
Oz o. 


最 后 一 式 只 是 指出 0, 和 2 无 关 , 以 后 可 以 不 气 以 考虑 ,理想 出 逆 性 
TAXES RV 73 ESE SSA a CLE. DA 
| em pud on Bp on a (18.2) 
C A Á Bát SEB TT nya [35 Ri AA 2, -- 0, 
e FHEAGS.2) 4H ci-—0, BD | 
i 

pf atcy), (18.8) 

deste 


那 末 届 服 条 件 变 为 d 


(6.70) P, . (18.4) 
"aif FY BREL E ERICH SZ 323 k. 


加 图 15,1, GR 9-187 7327 ep d 


(18 SEM a7 
e HERI Pike p, 剧 由 方程 


dicm oY 一 — eot d. (18.5) 
Breed FES CAI Y 


PUB p 8. 5) 的 第 一 式 


“所定 的 方向 时 作 a 方向， 第 二 式 <i 
BANAT i, BARAT ef QN 
推 知 ,上 的 正方 向 和 a, B Ads T T 
的 关系 , 恰好 和 Tey 的 正方 向 和 N 


a, Yy eR R OR a i 
io, + e,) 
p=- i (estoy), M i B 18.2 s 
的 Mohr HAH TADA: E .. Hi18.2 Mohr Hg 
Qa —p—k sin 26, | 
gy 二 ptk sin 2h, | (18.6) 
Try = & 008 26. 
VK CLS. 8) AB 13.1) Be 
7 e 
SP -Fak( coc 24 SE + sin 26.5.) =0, | aan 
db Cab sin 26 FE — eos 2625-0, | 
利用 附录 TI iie BU (18.7) e E E ER hh D 0, En 
| — d ~ Bh cos 2p dy-+ isin 28 da | gy | (18.8) 
da  —2ksin 26 dy —2k cog 2d da | 
BY Se 
Süden, Loooto. (18.9) 


& C18 7) ye DE HR EX I] n ER EE R75 fp ARE 
NA, oe E V —0, 部 


s | 963€ SRM d | 

—dy —dp-2h5cos25db |^ — | 

| de —2k sin Qh deb i-o (13.10) 

得 ”| m 
dp (21 sin 24) dá +-da (dp --2kcos 2 dd) —0, — (18.11) 

HAE apie Sh tan d, Ah (18.11) dpp) 一 0; 又 

de BA ate GL = eot, 所 以 由 (18.11) M d(p— 234) —0, 于 

Ji -OSMBADTEE: 00 mE 
id ORDER pL-2bj = RR, } 
IM SRA Pp 一 也 一 常数 。 

SRE RNS (o, y) 上， 物体 元 来 的 变 位 速度 的 x He 
FUR y 轴 方 向 的 分 量 各 为 o. Bry, MA 


B,— ove , By Oe ; yu 一 oe EOM, (18.13) 


(18.12) 


ĝu ay By 
Bt PA (18. 2) ase 
[473 9v, Qu, OM 
Zoso) -Ele 0o) 7% 
区 # y 9 T F - 
Pi Jc AES 
Ov, | Ody -0 Ov, y Dea — Du) 0. 18.1 
de A By 7^. 8.15) 
RH a= an =—cob2p, XF (18.15) ie Fs En 
zk, HU D =O apie 
oid -ippa «BIB 
将 此 式 变 形 后 得 到 


Y .— tan $, SL = coth, : (18.10 


$18 WHEN PIENE T i 中 


DPE JET v. AC Vy 的 特征 曲 栈 也 各 党 欧米 相 重 。 而 V = 一刀 是 
—dy -—dv, 
adr de: GO, 一 ae, 
KE ELSE, 得 到 


=O, - (18.18) 


do H4. do, 0, (18.19) 
dc 
个 后 ,但 只 限于 本 章 , 将 所 考 钻 的 
点 的 变性 速度 在 o, B V EC id 
的 分 量 命 为 u, v 时 , 即 得 
Va =U C08 b — v 8n d, | 
Vy = usn pHi cos 中 ， 
HATAR (18.9) , (18. u ig 
FARR: | 图 18.3 Heneky ee 
i3 o Hee du db = -0, 
HEBRE do+tudp=0, | | 
i ESE IH TEIE Hencky 定理 。 考 虑 两 条 o 曲线 
AP 及 BQ ARAB take AB RLUSBISUBISIEAPRUE ABQE, 
E 8. 19)24 
De—Pa™ (Pompa) + (Pa —pA) = 2k (25, — d, — ~<a) + 
Pa— Pa = (po —pp) + (pe—pa) = 2k (Pe tpa — 2hr), 
所 以 必 有 | 


. (18.20) 


Po— di» — da — pa. (18.21) 
SER Hencky 8 — 338, 
车 命 o 曲线 和 S BR qe SE dp RR S, 于 未 该 可 以 用 
PRISER EE ABER R KO 的 正和 号 (图 18.4): 


a BRE 1,96 | 


40 BSR PRAM 


由 几何 关系 及 Hencky 第 一 定理 ,得 
Edd As, 


[ R+B as ]4b— Asa — Ass Ad, 


ELD 0H/0s,— —1, 同 理 可 得 


êR OR — —— 
Isa 1, Be. 1, (18.23) 


ie (18.22) AI (18.29) HAER R 
Bh oa ii dS + Rdb= 0, 
Be B Wee aR —5 db=0, j (8.20 
这 俐 是 Honcky 第 二 定理 。 
M18.4 R, S EFREN ET EF i 2 Peas B ad 
RORY ROUES RURSOR IN. AUER SRT DUE 
Bei AAS ES (SA S2 ICA 91 89 140 — 161 ; ERI 
188—150 X4), ARRAN, ARE B oo M cs ALLEN TIT 
AS fl HIS RE E SEU HR. 


$19 MESSRS 


以 前 只 是 用 到 a HRAL Hb RUE dk, STEPENIK 
小 却 未 合 指 定 。 SUG SHEER E 19.1, 选取 那样 的 4 曲 米 04 和 
B liii OB tery CHE IE HE S 
db, HLT P 的 坐标 (o, 
有 B)。 但 中 的 正 秆 规定 为 自 O 所 . 
(EBO UR Oc PERL Sty ANE 
FRR; UE Rt PROS 
曲 就 数 OA 上 的 点 Anh, 8 
ERE P ivy o HERR OB .上 的 . n 
FR is o ff, 007 B9 a, e EXC 


BEIDE 


BIO ASTOR ea R BL HE a 

从 而 =“ 治 闭 如 曲线 保持 定 值 , 8 沿 车 o HBR CR E. ND 

Ae Hencky 第 一 定理 有 p= 十 户 ， {Brits e th EET dp=da, (41 
B Su dó-dB, BELLS. 20) & (18. 24) By 


Ju av "na 
m 0, p. (18.20) 
oH _ | l r 
n nu, v, B, Saw R$ | 


方程 

2 +f=0, G9. 
ik HEIL BEAR LS PH, 可 用 Ri- 
mann FHRA ESM, PR 
MLSE, MD PIES BBs 
xc [9] Wy 151-157 H; HEEXK 
150-156 ED, | 


O O 在 不 是 滑 移 曲 钱 的 曲 业 了 .上 输 由 SRE 时 GR 
E 19.2) ,有 | 
fo d (Sarthe) H (a 2È 528 Via 


+ (F aS 25) ig 上 (19.2) 
这 里 G (a,b, 4,8) =J (2 (8:8) (b —8)) , 4B Jo HERE Besse) 
Bil, OREL 用 3 方向 的 微分 -2_ 才 未 由 来 时 ,用 可 由 关系 式 


e =F SI oF — m 5 
KH. JAG Ea RAM 2 KA, AA a3 ZG 
BEES AS f HC D. 


19.2 fk 2 LAB f x aL 


a ROR TEMLE 
(2) ESWARA LIKE fT CBR 49.3) 有 有 
fla, 5b) -J4(2-/ab) f (0, 0) 
十 | Jotva- (472) da 


+| Je2Vvae—B) 2548. 
(19.8) 
在 图 19.4 B JR HL dh EE n 的 两 
19.3 AZHBR — A LAE OA BOB 所 确 
04, OB 上 确定 ERREP, BY ly (19.3) SPE HSK 
例如 计算 Ria, mb, 在 OA LE RET —r, OB EBSS MAS 

一 r。 若 注意 到 在 OB 上 有 | ooo nf 

| R= —r (14-8), 
MERKEN a 是 负 的 而 8 是 正 的 ;于 是 由 (18.24 便 得 到 

| 1 {2 Vadh} +V [87a 12 Tab}, (19.4) 


¥ 


PY 19.4 PEY r RLS RRR 
OA ROB genie - 


830 FARRAH | 
通过 具有 倾角 2a (S TELA UE PU BERE BS ZA HR. T hh 
: | 


= 


$20 AGERE ， 43 


* 


HUI 


Bg 20.1 T HERUM | 
MIN, BU H 的 薄板 变 到 厚 为 hb SAA. HR 
可 利用 上 述 理 浴 求 得 , SIR AoA 20.1, MRS ADFEBIX 
STA, FRAN RPERHEE EHHH, 
SURE MAP BE IS ERAROJN 168—178 真 ;日 译本 162~177 真 。 


79 63€ 极限 分 析 
= SARERA 


ACES BR AEBERS bp OD RE J EER (12 79) 的 理 椒 塑性 
的 Prandil-Reuss 材料 。 这 种 材料 市 度 的 车 构 在 表面 部 分 S. 上 
所 受 的 外 茶 惟 命 为 Fi FIG-1,2, 3), F, WTR, Her 
未 面部 分 Sy -上 的 边界 条 件 命 为 变 位 w—0($—1,2, 8), HIER 
各 边 界 条 件 的 构件 购 床 力 通常 不 易 放 算 , 因此 需要 改换 另 一 称 角 
Beside Fi] ERLIRE HE, B] 33-35 1 S E ai COS MEA ERIS A np IE 
时 ,该 构件 了 发 生 了 破坏 现象 。 | | 

B S A UE F RER A RB In ERR TS EE DATE 
ik. Bir O LAMA MS, Me RE OF 6—1,2,8) . 
而 增加 。 在 O 的 微小 范 园 里 ， 序 在 低 荷 载 的 情 形 下 , 构件 具有 强 
性 状态 , 但 当 O Beit, 构件 再 的 某 一 .个 点 开始 法 到 懈 服 
WA, C 的 值 更 加 大寺, 构件 内 的 塑性 域 也 乏 渐 扩大 ,但 在 短暂 的 
时 间 里 ,这 些 塑 性 域 被 强 性 区 域 包 图 着 ,并 不 引起 塑性 流动 。 当 继 
Min C 的 值 时 ， 塑性 域 继 秆 扩大 ， 当 0 ASS Bb, WEA 
RIAD) SF, 时 , 就 开始 有 了 连 粮 的 塑性 流动 , 亦 部 对 于 这 样 的 
外 荷载 , 构件 渐次 变形 , CRRA SAT SF, 的 外 荷载 了 。 这 
PPR RUHEMI S. UiirdISOndbd enu He S BU He ME 2 
系数 。 | | 

RIRS AY ARB RRA RH, CLM eH 
Prandil-Reuss iR ÆRE W T AER, RUDRA T rib 
的 过 程 。 所 以 可 以 将 5 ETAR bN 30 RRA, 


$22 AUB Nyse PO MAA PRR Ta 39 - 486 


BAN a IRE, | 

ARBOR RUG ER Be 8 heb FAS T ee HRE 
BE APERTE 2S PEL RH GSE, FRR BRAR, 
[12] fa E TEUNA ARZ. 


$22 平面 应 变 面 是 的 极限 分 析 的 定理 


TE Ss FR], eS AAR ap m, y, zi, AP ee 
ETF 2 轴 的 断面 及 边界 条 件 都 和 c 3636, MARELE EREE 
ETF z 轴 的 任意 断面 的 二 条 则 题 。 今 没有 如 下 边界 条 件 : 

EEM Cy 部 分 

Seta ot Tw sin ob,, (22.1) 
£,,908a-4-c, 8n a: P,. ' 
在 表面 oa 部 分 | 
t=0, v-0Q0. (22.2) 
3k (22 1) Ze flt oc EREA 
TAU c Wee, 而 且 是 自 
c Wah BY HERE Be AE hey BY A 
的 。 (22.2) 的 u, o Eir, ， 
AS XU Bib EBI 0004 

BEMI (o. Ty Tah ` 
且 在 物体 所 在 的 区 域 R 的 若 于 
部 分 区 域 H, Hi, e, R, 里 ， 
(Far Cyr Try) 和 它们 对 于 2 的 22.1 ay Bri 
一 阶 导 数 者 是 溃 和 纺 的 , 日 在 各 部 分 区 城 里 都 满足 、 

(1) 平衡 方程 


Le Ov, , 00, _ 


Q— | M4 


48 | owt HM DB it 

ARAL ELIS T- 88A ERARE, 77 RS EMI ARN. 
I an nea wAD HERD N Ruse T DE 
Bis, BNE] 22.2 里， Si FP La, Ry 作用 到 Er, ADS 


22.2 ARS SPI) 、.- 
N* OM, 而 Ra 作用 请 B, 的 是 NY RP jr We 
NM - NS, TPAR os Tre 
这 个 条 件 是 作用 和 反作用 原理 的 必然 要 求 。 这 痒 的 (Ca Cys Toy) 
如 果 还 满足 . | 
(2) cs 上 的 力学 边界 条 件 (22.1) 及 
(3) IRR + | 
| (m,— 0,)? +403, x AE? , |. (22.4) 
TORII (ooy cy rw) 对 于 边界 条 件 (22.1) MERE 
MM, 在 承受 破 环 茶 载 的 物件 内， 应 力 除 以 安全 系数 而 得 的 应 
力 是 静 定 可 许 的 。 
不 用 (22.1) , Wi 
Ta COS AH Tey Sin = Neel gs | , (22.5) 
Typ COSA TF Oy SID aom Mel yy - 
BE (22.5), (22.3) (22.4) FJ (Cas Cys Tau) 诗人 少 有 一 组 存在 
时 , BY on] UE RAT PRE, | 
EK, BONA (oo, %,) , 它们 在 各 部 分 区 域 里 速 园 
它们 对 于 zy i SERCÉSIESES RS , m ELiBUE (D ARI ERISERSTE 


i 


822 平面 虚 变 戎 题 的 极限 生 析 的 定理 4m 


E + 0 ! | Om.) 
A (2) ABS e PF 
: 在 ao 上 v20, «Q0 - (99.7) 
3n (3) SRE ! | 
|. (Post Fw)ds>0, —- (22.8) 


RA i 22.3, TEA Ly LASHES E 
Oy WeSC BT of? = of) , 查 切 当量 却 不 必 
TAS (A of = of), HERE GN UE eet 
See, Le, BRE c 
ERER (wa, Oy) BEY HE RP SE ENT 
AEA. ASEM RRS DOSE BE i 3 | 
二 可 主持。 ick LARRY. 图 22.3 部 分 区 域 
如 下 : 边界 围 (2) 


[]| aea x, iof — of ala | | 
mm be 089 


| CP vat F ey) ds 


这 里 | 
1 
vif (ev, avy V , f Ov, , Ov z , ， 
P e 5) (Ge By | (22.10) 
; dv, z e " ov, 
TR STET. CE eu By T t Reli S BY A] av 


dE RE HE (5, —2,)? 4-52) JR o, 多 表示 而 得 到 的 式 子 。 积 分 
j/ )dndy 乃 表示 对 物体 公 区 域 所 作 的 积分 , X |o [dae BI 


FAN RMU EAB ZU, PBF REX 


48 fam PEJE 


(22.11) BRAT AA KER, EMS RR 5 的 上 下 
JL, MED PRE ABE, Gchndt BE AE PT de Bg CHK [11] iis 213-~ 
222 jj, FPR ao wi A 


328 IUEBHLRUEZIERRNEEEXS 


RATED CRP REP RH a Bi 8 3L WILEY 
长 为 2b WEHE, 承受 的 内 压 为 p (基准 
+t), PPR ER 2 HK Be (图 23.1)。 

2e 这 和 时, 边界 条 件 痢 是 力学 边界 条 体 。 
| | (00 ERREA, AAS COR OS 
— 2b ATT 2a HAR, BEETH 0j. IR 
, 0 RA p*, 而 且 恰 允 部 都 处 于 塑性 状 夸 
| (fi 239.2), GUA HU p", EA ERDE. 
图 293.1 MEn Coan 472,457, TEE a M ET 
EAE 夯 的 加 前 的 部 分 的 应 力 为 0, m ERJA 
BT AH O ETER ESAE RISENJI(BI 23.8), ik i eu. 


3E Sc HF E AERE Cm a rt, agh! 


Al 23.2 PUR: p* Hac 


于 x 
处 Mi pos Prat — quo gue 
poo Bk log 一 KJ 


$29 BAMPME TORE RR 9 K 
Se Bea AUTRE BRAY FA TT | 


Ry AGERE a ALES D EAE EA E PER d ES 
ron Rd HEF, LHe pt ag un 


E ph lg (23.1) 

Py Ld a urn BT A Be on, FH | 
一 时- BB yO 23.2 
an. 2 Og = ( ) 


其 次 ,为 了 计算 me, LER © 


-oO gy um EL 
Us a? Oi? Ay m? pan * (23.8) 


H (23.3) BrA XE DUE REB EUR TOSS. aaa 


$ gy . | 
Lue TET cn “tog = Gaon (23.4) 


易 知 二 必然 满足 条 件 (22. 的 。 因 为 网 题 里 没有 cs 部分, KEAS 
BR 22.7), SAHARAN c 的 符号 时 , 则 可 以 使 它 满足 


条 件 (22.3).。 FUR (22.10) 4H 9 P 2, Brad 22.9) 得 
出 
nf las -一 - [log ^ +0, 110], | (23.5) 
p 
h (28.2) X (23.5) 48 | 
2b b p. b 
log <8 «^M og 0.110]. (23.6) 


fy 5 —1.5, RI (23.6) 88% | 
o.&(7) «S «0.921 (4). (23.7) 


Q (23.8) EE LEE BD ETE S HE M 


5o | $e 极限 牙 析 
在 书 未 的 文献 [18] 里 , XTR S 的 更 好 的 上 下 界 , REEE 
23.4 FPR AY Pe ED, BU a TT AT 
FOC, HER AB, ED ied, AEDOB 
在 OC 的 方向 上 作 均 名 运动 , 其 他 部 分 
ERER, ERBAA GR DOdOH uw 
体 是 刚性 的 , Ba Z—0, B xj is 
-oP dha 是 ABx2v, | (Pant Fo) ds 
—OR ABXq. Bx AB= v 2b — (cos à 
23.4 A tain bye, AE —2asin Ot, WA 
Ez f/f 2 5-— (cos3-Fein )a 
p 


yt 
Jin asin à 


198,8) 
RD RE TENET en ( 7) TA 

ome BAY) 
再 闻 (23.2) sina St FH 

hog 2 LOS -1-1) ( 28.9) 


xm bas, 8) (23.9) 45 


0. si )« S <0.871(Ż). (28.10) 


可 以 着 出 (28.9) 比 (23.6) 的 精确 度 提高 了 。 
极限 分 析 的 方法 也 适用 于 天 架 精 冤 ,用 它 可 以 解决 讨 多 求 
的 上 下 界 的 有 趣 问题 。 关 于 这 方面 的 知识 可 以 参阅 书 末 文 献 [12]。 


第 7 章 全 应 变 塑 性 论 


dE oue NI PERS ES, EBD Z7 RIS EE — — XE E XR. 

ER Seer mde RE 3 ARARE , DY AE 8 BE ROR US 88 He 
KELD HE RHE Tn AR, TATE eZ Dye UI FH D 75 
RABIES ON EUR ABE, Pe ce ERS DEUX. 
Re iy esa, RE ese Re ee E 
可 以 第 化 得 多 HOARE, ARES 
FERS, Sew ae SERT IE Nats Oy dE EER 
外 ,其 余 都 和 弹性 险 旦 完全 一 样 。 


$24 WINER 


FE Se Wo 2 VPE Sip ES B2 s JI 77 I 36 D 

i | 0477 Tyla) (0, fs P, q—1, 2, 8), (24.1) 
BEN TEES XE DE IB tp JE SERERE IB BRE GS, Amb) iur 
PURE ELIT DIE RE, ROI GLIS SIRE B IER. 由 于 这 个 
RE, 2 as eS see eR AK BY HEXA 
(24.1) 中 的 spq 一 0 对 应 着 o 0, Ip MARAE AS ONERE EL 72 


点 而 选取 的。 若 而 数 行列 式 Shots Cans. 在 含有 55,0 的 区 
城内 不 为 雳 时 , 则 (24. 卫 的 道光 系 式 可 以 了 唯一 地 决定 ,部 是 
| Eg —84(09 4). (by 2, p, Gel, 2, 3), (24.2) 
oe Vj ts WM Rb P e ECT Be PE Brat Y: 
ZR Ar Re : Cys T 3,0; . (24.3) | 


YAW ABSA y= Tyly). 和 


52 Sik urt 


nt ] eu By T pg); 2 (24 .4") 

. Lr eu eu 
PERE: st 一 3i Be, -]- Ted (24.5) 
33 ARTT: 在 六 上 oyna Fi; (24,6) 


在 Ss 上 w= (,j—1,2,89). (24.7) 

除 应 力 应 变 关 系 之 外 , 其 他 条 件 都 和 § 6 的 徽 小 变 位 理 险 的 完 双 
”一 - 样 。 我 科 将 考察 此 时 是 否 也 有 变 和 分 原理 成 立 。 

首先 检查 用 (24.1) 或 (24.2) 确定 应 力 应 变 关 系 时 ,应 变 衣 量 
Se A MMM BULB, AREXE 

OA =o yiu, (24.8) . 

所 以 A FENKE IH ode (24.1) HARI RE 


OO pg M c TIN = : 
E Be (4, Js By q l, ds 3), (24.9) 


dS E (24. 95 ger Et, RU (24. 8) GEB oy 利用 (24.1) REEL: 
示 为 ep AIEEE. PREPRO AASA 4, FRAPS 
Js ur : 

第 一 变 分 原理 eJ JUST 28 Rie (24.7) BY BASE DD 
thy AAR (24.5) ph wu, XH HB 2E dry ey 时 , 那 来 使 | 


7,-|i (A— X u)de— | | Fo ds ^ — (24.10) 
F Ay 


Wo E, (A BITE HE,” 
确定 A WEE H E H 


Boy) =Teu A ^ . : CA1 
TARA., FA (24.2) AWEKA | | 
on — ftm ($ j pq-1,2,8) (24.12) 


OO yg OC 


时 ,就 可 内 证 明 B 的 存在 和 和 A BSTETEXCOC itt EL ds 
6B=sydoy (24.18) 


$35 ES Se fe 53 
可 以 算出 。 求 得 B 后 就 有 下 列 第 二 变 分 原理 成 立 。 | 
— BEARES TAR 24.9) 及 力学 边界 条 件 
(24.6) 的 一 租 应 力 为 ou, PAE 


， T,= || | Bde || ruin dS (24.14) 
F iy 


到 衡 值 时 ,就 得 到 了 正确 解 ” 

这 两 个 变 分 原理 都 很 容易 十 明 , BOAR, CER IDE NS 
EAk, RH. RARE, KB D, 或 DH. 的 措 值 是 极 
AEE ME ,或 者 两 者 都 不 是 ? RARE BR 宝应 
， 力 应 变 关 系 式 时 ,这 是 不 能 断定 的 。 l 


$25 Wya imi 
应 力 应 变 关 系 假 定 为 
Cz Fy Oz DT AT. 2T. 
| Wh 4 78. yw Ya Ya (28.1) 
Bn | Gi [eB . (925.2) 


的 形状 时 , HER BRB tr, EXE EEM EARE, 
i (25. 2) ag 


ae E _ Deseo, I'I-eids;, } - (29.4) 
S'gygu, SdS-aydoy, | 


BS T MEHE, H 

S=S(L) a T =r 5). (25.5) 
如 图 25.1, AFA (25.5) 形状 
fa S al 的 关 桑 式 可 以 用 简单 
实 瞧 ( 俩 各 简单 拉 伸 实验 及 简单 、 
HIR WAP tee, CO | 
PE, 应 万 应 变 关 系 式 25.2 BRAS Eq 25.1 S-P Wil 


5 


öt- SRI RANAH 


为 如 下 形状 
ot Bt, (25.6) 
z gm Oot E (25.7) 


AMATERA EnA E, Th ABR BP EH yt 
外 再 附加 .上 条 性 


om N (25.8) 
- 1° y 
沙里 | c-ls- EC tos), 
e—À e T (entsat Era), 


(25.8) 告 新 我 们 塑性 变形 并 不 引起 体积 变化 。 


§26 Kachanoffh#® 


Al FA BR ae A 4, Bo FF: 


T 8E 


B-f (Syd + 30 n. (26.2) 


(26.1) 


3 S-D 曲 粮 具有 六 >0, 3520 的 特性 时 , 将 (24.10) X 


(24. 14) hy A, B ERE (26. 1) 及 (26.22 后 所 得 的 了 及 五 。 对 于 
TERR DAS, URBI I0, 及 I0; HAWES 7, =, 
OH.>0 的 特性 的 , Xk— RRA SR, SRR 
DUE e HS DV EY, BRE Kachanoff 原理 。 


$97 REWER (Hencky 材料 ) 
EIS EE RH S Lr FI P RR. Mises 屈服 条 件 的 理想 塑性 材料 


$27 理想 其 性 材料 (Heacky 材料 》 Bo 
时 ,就 得 到 Henoky pyle Mae, 34 8-0 2 bp RE bh 
RIE EERW S= v2 Ld He Be E 27.1), 
(28.1), (26.2) p A, Bo: It 2E HEY FIR: | 


24 E m 
(2f . 1) 


A= 
new et SSRI DP, el, 
1 2 Bl — 2r) 2 OL 
iG? Tag o’, Sec 2E, 
B= (27.2) 


ow 50 a, SR. 


5 


0 Rh — 
图 27.1 Henely RH SF ihm 


又 应 力 应 变 关系 由 04 一 全， 有 


tT Fa 


Oy = 34 ! (21.9) 
eg 57 90: Pel 
逆 解 之 ,得 
ago + l E ody , S« ak, l 
TII, 1—2 vr) 
on 998 EN EC —7B TOL MÀ * 5 = 2k. 


56 TR Xe eee 

AEI RTE ee, Hei ASE E 
Haar-Kármán X38 — "BENEIRGR 475 ER (24.3) 及 Miges 届 

服 条 件 oicoiss28 和 名 上 的 过 异 策 件 (4. 6) 9 

Cu, PAE 


lee $1720) 6 ae [fount (27.5) — 


BE EHE RIED RO" : | 
REBAR BIERNEJ EERBARE oy, ey Bu, EE 
PRN IE of, Hg | 
sym epte; (et ETEME, of, EREM) o 
Jg (27 .B) I — Brae} FE 


8p = Ji cgsowde 一 Jj dons ， (27.6) 


Ee spm ey 8h EAR, DI 81; EER, PAE p ME 
fF, PTEE Greon EME , BRE. 


SUP = | jl (e, — 81) 8o udo — / Bound 
Sa 


J 
- -jif (Box), gus do ML as 
+ [eum (ED dB — Ne Jo, da 
一 一 | fetta do, | . eu. T) 
Fp 


这 里 V, BREA WII ERB, Rhine 
XJ (27 OH 

| sf;=Acl,, A>, (21.8) 
所 以 (27.7) 变 成 i 


§23 BRIM + SEU 
BW s- —|[jroisoude (87.9) 
Vas | 


(Ase: oido ol, (ot — oq) = 04, (CF — o1 5 
而 且 由 Schwarz 不 等 式 有 

l oon ENOT *N Oggi. . 
我 们 在 选 让 o1, 时, RBA ETE, BER 05404729, WER 
解 是 oy cy x20 的 。 将 这 些 关系 符合 超 来 便 得 到 

OU mU, (27.10) 

这 里 OU 是 ow SEW CAERA, 它 的 二 阶 变 他 是 正 的 , MAPS 
BSB, 所 以 多 在 正确 解 的 情形 下 是 极 小 的 。 这 个 证 明 是 
Greenberg JEBRg"", Greenberg 的 证 明 指 出 ， 这 时 有 OSU, x 
和 普通 变 牙 的 3 到 一 0 的 清 形 不 一 样 , 因为 这 里 是 存 比 较 解 的 应 力 
上 加 上 了 条 件 oo <2k 而 得 来 和 的。 例如 y= 的 最 小 值 在 
wal 的 条 件 下 , 仅 当 2 一 工时 隆 能 实现 。 但 在 这 时 沽 有 久 (D #0, 


828 理想 刚 塑 性 材料 
E $ 27 所 处 理 的 Hencky HRE, E, Gro, HAs 
区 域 处 于 屈服 状态 上 时, D 7] BERE OE E 


o= iL . (28.1) 
FERH EHER ERR, UH a4—0. kb PAUP TUUS Ze b 38 
mor (EAN $ 17 552e—— PERCIAR) 。 
SE RUE ILS 04.7) 的 一 组 变 位 为 
u, ADAMA E (24.5) paul 导出 的 度 变 命 为 of, HB ef, HUE 
ARTY Het PE of =O, 那 来 使 | 


d*e ir] j Jaata- || Fagas (28.2) 
. Bs 


f 


Bg ~ RI See 


aR it, WES BVIE WEAR IX BE Markot fame,” 
ASP “MARA APR (24.9) RARE chon 
=2 和 力学 边界 条 件 (24. 辣 的 一 粗 应 力 为 oq; JEDE 


` [fox nids - (28.8) 
ay 


阴极 天 值 时 ,就 得 到 正确 解 。 这 个 愿 现时 做 Sadowsky 原理 > 


I, Green 定理 


SPE] Ay Green 定理 是 这 样 的 : 0000000 


If 2u , Ou; ip 
2E Bi 3 xm dS 


[fouei = J cynja d8 — | (Jo udo, 


为 了 证 明 , 先 放下 到 变换 : 


(04,84 7 031811 TO 3481237 0 18813 FO 318 21 + Go a28 2t 


-+O ga FH 031821 37 C 28832 +O 28233 
x F E. "t O ySy FOE Tay Yey T Ty yz "I- Ta in 
OU eu 


CAL ov | ; 
dL" Tova, t Urn. dU oy ^w 


十 Tu (Se t (+22) . 
2o 
ez 


ou au, 
sar TU. Bay TT 


- eo 
Tv By 


Qu ow e 
- + Vaz em Toy By TOv. 
再 利用 关系 式 | 

于 eu eu eu 

Jit zm Tz dy + gs T d 


-J 《cx 十 Tan +7220) UdS — ise 十 二 LD, 


+ ay Set ys 


就 可 以 证 明 。 
H. 特征 曲线 
ee cere 
je TAGE TRS +82 as =P, 
(11. 1) 
py, qa HRS DS TEC eT j^ 


` KERA P,Q, o 等 者 是 S, y, t, 0 BRUST. VE y — fo m 
zy 75|Ej YS AIS RE. Ntc 为 独立 变数 ,而 且 抒 wm dy 4T Bii 
y= f(a) 的 变化 命 为 85， dv, BACT 

Ou ðu , Ou dy dv mY , Qo du (r.2) 


ös m Gy da’ Be Ow Oy det 
AU 1.2) 8 G1.) pag St, $2 quss a 
-P+ + -RS 2v 


oa —R 2e , 


MN 


(— pr. dy) Lg) e a+ (- Roe +8')- P we 
popa cade, 
加 驴 整 理 后 ,如 得 
(~ Pdy--Qda) SX (— Bly--8dz) 27. 
Side PH Bdo, I.4) 


( — Pldy + dz 2" Ay y ( — B'day 4 S'da 2 P 


D- Pee Pia Hh! dip . 


H. 4$ 4E b a | 51 


BHE du, de ZR u, v eR y — fe) EUR. US LM] E 
行列 式 D, V 定义 如 下 : 
[= 人 (0 —Rady+Sde Tas — Pou — do 


=( 55221 "nn ， J» (ILE) 
—P'dy trie — Ridyt sida T'da— Pdu- Ride 


Da — Pdy--Qds — Rdy+ Sde | 
| pay as — Fdy tr ida 
Mu (PR! —P'R) (dg) * ORE) 十 (PS! 一 书局 ) (dad) 
HS = QS) d 5 . dL9 
p=| ?+e Tide — Pdu—Rde arm 


— P'dy 4-Q'de. T'dz — P'du— R'dv 
DO gk UE CL) EA, BEA LAU, BRT ELA RU 


(dy-P de) (dy~Pda)=0, lg) 
FR fi BP AE CIT 13) BEE ee ath A 5 op PRÉ 
Pr, Bp. (1.9) 
TUS TIRES eR LP TE, 


AHE D —0 RABE, OE CBE PS Deo a dm AO gc RO 
qt. 雪耻 可 以 计算 由 如 X25. gg D IDE oy 作 导 数 ， 


UDAO, DRA BBR, 于 是 在 oy BBL v, © 
秆 恒 可 以 决定 。 

, 当 D=0, V =0 Bj, ASBELM 348 — 3, BAR (II. HTAR 
im A ev Hit RCT DERE E. 


到 MEERDER TESE, E 的 值 也 可 以 不 束 模 。D 一 0 确 


THEE dh I, yo - u, c HARE eh ATE IE. 
44 D=0, V 40 BHSCORIZESPIESPD-—0BpREIEOHEUET, 


6t m k 

PRUH V-—0., 
关于 这 方面 的 妊 糊 理 院 ,请 套头 后 面 的 文献 [16] 。 

SS ee 

[1] 8. Timoshenko: Theory of Elasticity (McGraw-Hill, 1934}, JHH» 
Lie XE-JERE: MoJ C= n > fit, 1935), 

[2] MER: FES CR Lie ee, 1948), ° 

[9 J E. Reisner: Lecture Notes on Theoretical and Applied Elasticity, 
‘at Massachusetts Institute of Technology (1954), 

[4] :&BSK—: HAR ODEXEU One, WES, BBS 
(1947),87. ` | 

L5] E Courant & D. Hilbert: Methoden der Mathematischen Physik I, 
(Springer, loal}, 

[6] EK. Washizu: “On the Variational Prineiples of Elasticity and 
Plasticity” Aeroelastic and Structures Research Laboratory, Mas- 
anchusetts Institute of Technology, Technical Report 25-—18 (1955). 

[7 | E. Tretttz: “Ein Gegenstück zum Ritzsshen Verfahren”, Proc. 2nd 
Int. Congr. Appl Mech., (Zürich, 1926), 131. 

[8] A. Weinstein: “New Methods for the Estimation of Torsional 
Rigidity” Proc. 3rd Symposium in Applied Mathematics of the 
American Mathematisal Society (1949). 

[9] R. Hill: The Mathematical Theory of Plasticity (Oxford, 1989, 
Xen TR HERE: OE GENE. 1954), 

[10] H. J. Greenberg: “On the Variational Principles of Pleaticity”” y 
‘Contract N7, ONR-358 (Brown University, 1949), ` 

[li] W. Prager & P. G. Hodge, Jr.: Theory of Perfectly Plastic Solids 
(Johu Wiley & Sons, 1951), Eft Zrjc- ea ODE LS, 1954), 

[19] GHEN E RRERHAECX — aft, 1954), 

[139] D. C. Drucker, H. J. Greenberg and W., Prager; "The Safety 
Factor of an Elastie-Plastie Body in Plane Strain”, Journal of 
Applied Mechanics, 18, No. 4 (1951, Dec.) , 371. 


2# ie 63 


[14] HR: BERR OXXUIO HEP, APLAR, 5$ 00 298 400 号 
(1967 4&1 H); 9 Ae 

[16] A. Nadai: Theory of Flow and Fracture of Solids (MeGraw-Hill, 
1950), 。 | | | 

[16] R. Sauer: Anfangswertprobleme bei Partiellen Diferentialgleichan- 
gen (Springer, 1953) , 


